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ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ ВПЛИВУ НА РОЗПОДІЛ НОРМАЛЬНИХ
ПЕРЕМІЩЕНЬ ГРАНИЧНИХ УМОВ НА НИЖНІЙ ГРАНИЦІ

ОДНОШАРОВОЇ ОСНОВИ У ВИПАДКУ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ
ДЕФОРМАЦІЇ

Отримано точний розв’язок задачі про визначення форми поверхні термопружного шару, який деформується
під впливом поверхневої температури. Розглянуті випадки, коли нижня межа, яка зчеплена з абсолютно
жорстким півпростором, теплоізольована або на ній підтримується постійна температура. Чисельно
розв’язані задачі, коли область нагріву представляє собою круг, радіус якого дорівнює товщині шару або в
три рази перевищує його. Отримані чисельні оцінки впливу температурного режиму нижньої межі шару на
форму верхньої межі в області нагріву.
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Вступ

Пружні багатошарові основи використовуються для
моделювання шаруватих конструкцій. На практиці
подібні об’єкти зазвичай експлуатуються під впливом
температури, тому для них потрібно враховувати й тем-
пературні навантаження. Цим самим задачу будемо
розглядати у рамках незв’язної термопружності.

Класичними роботами в області термопружності
шаруватих середовищ є роботи [1–10]. У роботах [11,
12] для визначення напружено-деформівного стану
шаруватих тіл використовуються функції Гріна. Триви-
мірним задачам термопружності для пластин присвя-
чені статті [13, 14]. Метод розв’язання, що буде застосо-
ваний в даній статті, був започаткований у [15] для пруж-
них багатошарових основ.

Постановка задачі

Розглянемо пружну одношарову основу, що знахо-
диться під впливом температурного поля. Під основою
ми будемо розуміти шар, який лежить на абсолютно
жорсткому півпросторі (рис. 1). Шар в основі вважаєть-
ся однорідним, невагомим та ізотропним. Він характе-
ризується товщиною h , модулем Юнга E , коефіцієн-
том Пуассона ν , коефіцієнтом теплопровідності Tk  і
коефіцієнтом теплового розширення матеріалу Tα . На
верхній межі основи нам задані напруження та темпе-
ратура. На межі абсолютно жорсткого півпростору
підтримується нульова температура (задача І) або відо-
мо, що тепловий потік дорівнює нулю (задача ІІ). Необ-
хідно визначити термонапруженодеформований стан
основи. Поставлену задачу будемо розв’язувати в рам-
ках незв’язаної стаціонарної лінійної теорії термопруж-
ності.

Рис. 1 

На верхній межі основи, що те саме, на верхній межі
шару, введемо циліндричну систему координат. Задача
зводиться до розв’язання наступної системи диферен-
ціальних рівнянь для шару [6]:
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а деформації з переміщеннями – формулами Коші:
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На границі абсолютно жорсткого півпростору
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Задача І Задача II
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На верхній межі основи відомими вважаються тем-
пература  ( ) ( )ρ=ρ fT 0;  та  напруження

( ) ( ) 00;,00; =ρτ=ρσ ρzz .

Визначення нормальних переміщень точок верхньої
межі шару

Поставлена задача розв’язується за допомогою інтег-
рального перетворення Ханкеля [16, 17]:
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де ( )ρωv  – трансформанта Ханкеля порядку ω , ωJ  –
функція Бесселя першого роду порядку ω , 0≥p  –
параметр інтегрального перетворення.

У роботі [18] було показано, що розв’язком системи
рівнянь (1)–(3) у просторі трансформант Ханкеля є

(6)
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Отже, як бачимо, термонапруженодеформівний

стан шару визначається шісткою його допоміжних
функцій. Три допоміжні функції – ( )pα , ( )pδ  та ( )pη  –
можна визначити з граничних умов на верхній межі шару:

( ) ( ) 0=δ=α pp , ( ) ( )pfp =η ;

де ( )pf  – трансформанта Ханкеля нульового порядкуу

функції ( )ρf , що задає температуру на верхній межі
основи. Три інші допоміжні функції – з умов на нижній
границі шару. Так як ми хочемо дослідити поведінку
лише нормальних переміщень на верхній межі, то нам
достатньо знайти допоміжну функцію ( )pβ .

Будемо вважати, що функція, що задає температу-
ру на  верхній межі  основи,  має вигляд:
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Задача І:
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Нормальні переміщення точок верхньої межі шару
можна знайти, чисельно визначивши значення інтегра-
лу
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Перший із цих інтегралів можна обчислити за допо-
могою чисел, а другий – аналітично.

Чисельні результати

Як приклад розглянемо одношарову основу з на-
ступними характеристиками: 1=h , 3,0=ν . На по-
верхні основи задана температура наступним чином:
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На рисунках 2 та 3 наведені графіки нормальних пе-

реміщень ( )
( )ν+α

ρ
−

1
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0 TT
w  точок верхньої границі осно-

ви, в яких температура відрізняється від нуля. Розгляда-
ються два випадки радіус області нагріву: 1=a  (рис. 2)
та 3=a  (рис. 3). Символом І позначено графіки, які
належать до випадку, коли на нижній межі підтримуєть-
ся постійна нульова температура. Фізично це означає
наявність теплоотводу. Символом ІІ позначено графі-
ки, які належать до випадку теплоізольованої нижньої
межі.

Як бачимо із наведених графіків, наявність теплоот-
воду суттєво впливає на величину деформацій основи.

Рис. 2. Нормальні переміщення точок верхньої межі для
1=a

І 

ІІ 

Рис. 3. Нормальні переміщення точок верхньої межі для
3=a

І 

ІІ 

Висновки

Розглянута задача про зміну форми одношарової
основи під дією статичного температурного поля. За
результатами чисельного моделювання було зроблено
наступні висновки. У тому випадку, коли радіус плями
нагріву збігається з товщиною шару, наявність тепло-
ізоляції на нижній межі призводить до збільшення відпо-
відних нормальних переміщень приблизно на 60 % (при
тих же фізичних на геометричних характеристиках).
Якщо ж радіус плями нагріву більше в три рази, ніж
товщина шару, наявність теплоізоляції на нижній межі
призводить до збільшення відповідних нормальних пе-
реміщень приблизно на 85 % (при тих же фізичних та
геометричних характеристиках).

Збільшення розміру області нагріву призводить до
збільшення нормальних подовжень у вертикальному
напрямку у відповідних перерізах основи, що узгод-
жується з фізичним сенсом.

У подальшому планується отримані результати уза-
гальнити на випадок дво- та тришарових основ.

Автор висловлює подяку професору Величку І. Г.
за консультації під час роботи над статтею.
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Ткаченко И.Г. Сравнительный анализ влияния на распределение нормальных перемещений граничных
условий на нижней границе однослойного основания в случае осесимметрической деформации

В работе получено точное решение задачи об определении формы поверхности термоупругого слоя,
который деформируется под действием поверхностной температуры. Рассмотрены случаи, когда нижняя
граница, которая сцеплена с абсолютно жестким полупространством, теплоизолированна или на ней
поддерживается постоянная температура. Численно найдены решения задач, когда область нагрева
представляет собой круг, радиус которого равен толщине слоя или в три раза превышает его. Получены
численные оценки влияния температурного режима нижней границы слоя на форму верхней границы в области
нагрева.

Ключевые слова: однослойное основание, нормальные перемещения, термоупругость, интегральное
преобразование Ханкеля, функция Бесселя.

Tkachenko I. Comparative analysis of the distribution of the normal displacement of the boundary conditions on
the lower limit in the case of a single-layer base axisymmetric deformation

Exact solution of the problem of determining the shape of the surface thermoelastic layer that deforms under the
influence of the surface temperature is proposed. The cases, where the lower boundary which is bonded to the rigid
half-space is thermo-insulated or is at constant temperature are studied. Numerical solving the problems when the
heating region is a circle whose radius is equal to the thickness of the layer or three times higher than it was found.
Numerical evaluation of the influence of temperature of the lower boundary layer on the shape of the upper boundary
of the heating region are proposed.

Key words: single-layer foundation, normal displacement, thermoelasticity, integral of Hankel transform, Bessel
function.




